Chapter 5

Nombres complexes

o L’ensemble des nombres complexes

L’ensemble C-L’écriture algébrique

Théoréme

Il existe un ensemble noté C appelé I’ensemble des nombres complexes, il contient I’ensemble R et il vérifie ce

qui suit :

‘ L’ensemble C contient un élément irréel ¢ qui vérifie i = —1.

‘ Tout élément z de C s’écrit de facon unique sous la forme z = a + ib ou a et b sont deux nombres réels.

e

Vocabulaires

L’écriture z = a + ib s’appelle ’écriture algébrique du nombre complexe z.

Le nombre a est appelé partie réelle du nombre z qu’on note par Re(z).

Le nombre b est appelé partie imaginaire du nombre z qu’'on note Z{}(z).

Tout nombre qui s’écrit sous la forme ib est dit nombre imaginaire pur, et I’ensemble des nombres

imaginaires purs est noté iR.

Exemple
‘ z1 =5+ Ti, alors R] (z1) =2 et Im (z1) = 7.

zo =1 —14, alors R (z2) =1 et Im (z3) = —1.
‘ z3 =5, alors R (z3) = 5 et Jm (z3) = 0.
‘ z4 = 3i, alors R (z4) = 0 et Zm (z4) = 3 (on a z4 est un nombre imaginaire pur)

z5=1—\/5+\/§—g+4i,alorsRe(z5)=1—\/5+\/§—getIm(z5)=4.
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Application(1)

Ecrire sous la forme algébrique les nombres suivants : z; = 4i — (2 +5i) et 2o = 3(1 +4) + (i + 1). ‘

l

Propriété

Soient z = a +ib et 2z’ = a’ + i’ deux nombres complexes on a:

‘ z=72 <a=d etb="0.
‘ z=0a=0etb=0.

Application(2)

Déterminer la valeur des nombres réels a et b dans les cas suivants :

@ (+20a+rb=5-4i
@ CtiarE-20b=1+4

Opérations dans C

Les opérations de la somme et le produit de R se prolongent en C et elles ont les mémes propriétés.

e

Propriété

Soient z =a+ibet 2 =a’ +4b’. On a:
@ 7 =Gri)+ @+ ) =atbti(+d).

‘ zx 2 = (a+1ib) x (a' +ib') =aa’ — bV’ +i(ab' + a'b).

‘ l_ 1 a—1b a—1b
- =

a~|—ib: (a—I—z’b)x(a_ib) :a2+b2(z;£0)

Application(3)

Ecrire sous la forme algébrique les nombres suivants:

. . 1
@ ==0e+30)(-1+9) @ o
1+i
@ ==-0+vE0-va ® «-—
N\ 14
1 o (14
‘ Z3:2+3z‘+(2+z) ‘ Zﬁ_(l—i)

& Remarque

I Pour tout nombre complexe z, on a : z € IR < Im(z) = 0 et z € ilR < Re(z) =0
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Jm(z) = 2Re(z).

74
‘ Résoudre dans C les équations suivantes (Eq) :9iZ —1=Z+3i et (Es): 7 +Z, =
—1
. . , . , 1 ;o z2+1
Soit M un point du plan complexe d’affixe z = x + iy, M’ le point d’affixe 2" = =
7 —

‘ Ecrire 2’ sous la forme algébrique.
‘ Déterminer I’ensemble des points M du plan tels que 2z’ est un nombre réel.

‘ Déterminer 1’ensemble des points M du plan tels que 2z’ est un nombre imaginaire pur.

Définitions

9 Représentation géométrique d’'un nombre complexe

Le plan (P) est rapporté au repére orthonormé direct (O e1; e3).

" Définition

‘ Tout nombre complexe z = = + iy tels que = et y deux réels associé a un unique point M, appelé

Iimage de z, des coordonnées (x,y) et on écrit M(z).

Tout point M (x;y), le nombre complexe z = x+iy s’appelle l'affixe du point M et on écrit z = af f(M).

Le vecteur @(z;y) s’appelle 'image vectoriel du nombre z = x + iy et le nombre z s’appelle affixe du

—

vecteur @ et on écrit z = aff (@)

Y 2y M(Z)
CoA

——————
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Application(4)

Construire dans le plan complexe rapporté au repeére orthonormé ( O;ei1; e ) les points A(—1+ i); B(2 —

2); C (%) et D(2 + 2i).

Propriété

Soient A (z4) et B (zp) deux points du plan complexe. On a :

. RAB — ”B — RA-

‘ L’affixe du point I le milieu du segment [AB] est aan 5

Démonstration

On sait quezﬁ (B —xA;yB —Ya), alors aﬁ(ﬁ) =(xp—xa)+i(yp —ya) = xp+iyp—(ra +iya) = 2z—24.

Application(5)

On considére dans le plan complexe les points : A(2i); B(1 — i) et C(3)

. Déterminer D'affixe des vecteurs zﬁ , R et 31@ — B? .

‘ Déterminer 'affixe du point D sachant que ABCD est un parallélogramme.

. Déterminer l'affixe du point I le centre du parallélogramme ABCD.

Colinéarité de deux points

Propriété

Soient A (z4), B (zp) et C (z¢) trois points du plan complexe. Les points A, B et C sont alignés si et seulement

. %B — A
si — e R.
ZO — ZA

Démonstration

Les points A, B et C sont alignés si et seulement il existe un réel k tel que /@ = k/ﬁ . Etona: 1@ = km &
ZB — ZA
—— =keR.

2p—z2a=k(zc —24) &
2C — RA

Application(6)

3
On considére dans le plan complexe les points A(4; —6), B(—2;3) et C <—1; 5) Montrer que les points A, B

et C sont alignés.
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Points cocycliques

Propriété

Soient A (z4),B(2B),c(z¢c) et D (zp) quatre points non alignés et deux a deux distincts du plan complexe.

ZA— Zo—
Les points A, B, C et D sont cocycliques (appartiennent au méme cercle) si et seulement si : S A0

ZC—ZB ZA—ZD
R.

Application(7)

On considére dans le plan complexe les points A(1 + @), B(3 4+ 4),C(2 + 2i) et D(2). Montrer que les points
A, B,C et D sont cocycliques.

Il Conjugué d’'un nombre complexe

Soit z = a + ib, ou a et b sont deux réels. Le nombre a — ib est appelé le conjugué du nombre complexe z,

et on le note par z.

——————————

Exemple

z1 = 5+ 61, alors z; = 5 — 61.
2o = —1—14,alors Z3 = —1 + 4.
z3 = 1, alors z3 = —i.

z4 = 6, alors Z; = 6

T Interprétation géométrique

g Soit z un nombre complexe. Dans le plan complexe, le point M (Z) est symétrique au point M (z) par rapport &
l'axe réel.
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Yoot WM2)

€2

Propriété

@ Exemple
(2—0)(1+4)2 = (1+)(=2i) =2 — 2i.

@
1 1 —V2+ V2
@5 v-mm 1

Application(8)

3
Soit z un nombre complexe différent de —2i. Simplifier I’expression v o o + Z, .
z+ 24 zZ— 2

On pose z = z + iy ou x et y sont deux réels.

‘ E| Déterminer la forme algébrique du nombre complexe 3iz — Z.
|£| Résoudre dans C I’équation 3iz — z = 8i.

Déterminer les nombres complexes z pour que 3iz — z soit un nombre imaginaire pur.

4z — 2
‘ Résoudre I’équation z+ = -3+
z
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Propriété

Pour tout nombre complexe z, On a:
‘ z+Z=2Re(z) et z — z = 2iIm(z).

‘ z€IR& z=2z.
‘ z€llR& zZ=—=z.

Application(9)

243 2-3i

On pose : u

= —— et v = ———. Sans calculer u 4+ v et u — v, Montrer que u + v est réel et que u — v est
3424 3—2
imaginaire pur.

H Module d’un nombre complexe
" Définition

Soit z = = + 7y, ou x et y deux nombres réels, un nombre complexe. Le module du nombre complexe z, est
le nombre réel positif noté |z| et qui est défini par : |z| = V2z = /22 + y2.

——————

Exemple
@ B-4il=VErE£=VB=5

@ n-i=vEir=v2

@ li=vi=1

| = /(=12 =1

= [z].

| =1zl x 2]

@ -+ 2i<i+z) -
@ -"1=1a" (= 20).

z
z!
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Application(10)

Onpose: z; =1+ietzg=1—14V3.

‘ Calculer |z1] et |z2].
21

2
‘ En déduire le module des nombres suivants : z; X 2o, z‘f et <—> .
Z2

Interprétation géométrique

Soit M(z) un point du plan complexe tels que z =

—
z + iy. On sait que OM = ||OM]| = a2+ y2.
Et on a |z2| = +a?2+y?2  Alors OM = |[z]. BET
R M (2)
2AN |Z| 5
.-l% : | :
0 1€é 2 3 4
i
1L

Propriété

Soient A (z4) et B (zp) deux points du plan complexe. On a : AB = |zp — z4].

Application(11)

Dans le plan complexe, on considére les points A(—1+67), B(1+9i) et C'(2+44). Montrer que le triangle ABC

est isocele.

Déterminer dans le plan complexe I’ensemble (E) des points M(z) dans les cas suivants:

@ --2+i=12—4il
@ -+il=1z-1+i
@ --2+i=4
@ ii:-2=1-+1-1
@ lizi=izr1-4.
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Argument d’un nombre complexe

e La forme géométrique d’'un nombre complexe

On muni le plan (P) par un repére orthonormé direct
(O,e1,e3). Soit M(z) un point du plan complexe (P)
différent de O. On appelle argument du nombre com- 3
plexe z, la mesure de I'angle orienté (e_f, O—J\f ) qu’on note
par le symbole arg(z). Et on a arg(z) = 0[27] ( c-a-d Y2 e

arg(z) =0+ 2kn/k € Z ). 9 2|

‘ g 1 1 1
of 1% 2 3 4
x
14
se.——— =
Propriété

Soit z un nombre complexe.
‘ z € R} & arg(z) = 0[27].
‘ z € RY & arg(z) = 7[27].

. ™
‘ z € iR} & arg(z) = 5[27r].
. 7r
‘ z € iR} & arg(z) = —5[27r].
Exemple

‘ arg(2i) = g[27r]

. arg(vV5 — V7) = 7[27]

@) arg(1++v3) =0f2n]

‘ arg(—2i) = ——[277]

Propriété

Soit z un nombre complexe non nul. earg(z) = —arg(z)[27]. arg(—z) = 7 + arg(z)[27].

La forme trigonométrique d’'un nombre complexe non nul

x x
Soit z = x+4y un nombre complexe non nul et § son argument. On sait que cos§ = ﬂ et sinf = ﬂ alors © = |z| cos 6
z z

et y = |z|sinf. C.a.d. z = |z|(cosf + i.sinH)

Cette écriture s’appelle la forme trigonométrique du nombre complexe z et on le note par [|z|; 6].
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Exemple

< Déterminons la forme trigonométrique des deux nombres complexes z = 2 + 2i et 2/ = 2 — 2i.

e B

Application(12)

Ecrire sous la forme trigonométrique les nombres complexes suivants:

‘ =143

29=1-—14V/3
zz=—-1—1iV3

24 = —2v3+2i
2‘5:4
26:—7

Propriété

Soient z et 7z’ deux éléments de C* tels que z = [r;0] et 2/ = [r';0'] et n € N:
Y] r=r
@ roa=r.0e
=0+ 2%kn/keZ

‘ z2x 2 =1[r0] x[r,0]=[rr",0+0.

1 1 1
®:-rq-[

z _[r0] rr ,
@ ;- 6] Xt
‘ 2" = [r,0]" = [r",nb).

Application(13)

On considére z1,22 et z3 trois nombres complexes non nuls tels que arg(z1) = —[27] et arg(z2) = —[27].

0o
e

Déterminer 'argument du nombre z3 dans les cas suivants :

Z3
®:2--

%)
‘ 23 X Zg = 42z7.

Onpose21:1+i\/§et22=1+i.
2
&

‘ Ecrire z; et z5 sous la forme trigonométrique puis en déduire la forme trigonométrique du nombre Z =
22

‘ Ecrire Z sous la forme algébrique.

P 5% . 5m
‘ En déduire la valeur de cos (E) et sin <E>
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‘ Montrer que z'2 € R.

Angle entre deux vecteurs - Argument d’un nombre

~omplexe

Propriété

Soient A (z4),B (zB),C (2¢) et D (zp) des points du plan complexe. On a:

. @)Earg(@—m) [27].
. W_arg< C_zA>[27r].

B T RA
. AE D(E ) = arg <20_2D> [27].
ZB — ZA

Application(14)

On considére dans le plan complexe les points A(2;2),B(2; —1), C(4;2) et D(6;2).
e
‘ Calculer (E, B), que peut-on déduire ?

_—
‘ Calculer (/ﬁ, zﬁ) Que peut-on dire de la position des deux droites (AB) et (AC)?

Dans le plan complexe on considére les points A, B et C d’affixes respectivement z4 = V3 — i, 25 = —z4 et

¢ = V3 + 3i et soit D le point symétrique de C' par rapport a l’axe réel.

ZA—2
‘ Calculer 2 —°P puis déduire que les points A, D et C sont alignés.
ZA — 2C

— 1—1iv3
‘ Vérifier que e A Z\/_.

ZB — ZA 2

‘ Montrer que le triangle ABC' est équilatéral.

On considére les points A, B, C et D d’affixes respectives a = V/3;b = 2+ iv3;¢ =2 — V3 + 2i;d = (2 — \/3)2

Montrer que ABCD est un carré.
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9 Représentation complexe des transformations usuelles

La translation

Soit tz une translation de vecteur @ (zz) et soit M’ (zpr) limage du point M (zpr) par la translation ¢z. On a :
—
ta(M) =M < MM =i

< M T A
& ZM — EM = Za

S 2y =20+ 2

Cette écriture s’appelle la représentation complexe de la translation .

Application(15)

On consideére la translation ¢ de vecteur @(—1 + 23).

‘ Déterminer la représentation complexe de la translation .

‘ Déterminer I'affixe du point A’ I'image de A(2i) par la translation ¢

(@) Déterminer I'affixe de B tels que #(B) = B et B'(2 - 3i).

L’homothétie

Soient Q (zQ2) un point du plan complexe et k un élément de R*. Soit h ’homothétie de centre Q et de rapport k.Soit
M’ (2M") I'image de M (zys) par 'homothétie h. On a :

—

h(M) = M’ = QM = kM
@zmzkzm
Sz —za = k(2 — 2q)
Sz =z +k(zm — 2q)

Sz = kzy + ZQ(I — k)

Cette écriture s’appelle la représentation complexe de I’homothétie h.

Application(16)

On considére ’homothétie de centre (2 — i) et de rapport 4.

‘ Déterminer la représentation complexe de 'homothétie h.

‘ Déterminer l'affixe du point A’ 'image de A(1 + i) par I’homothétie h.

‘ Déterminer I'affixe de B ott h(B) = B’ et B'(2i).
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Connaitre la nature des transformations usuelles suivantes dont la représentation complexe est comme suit:

‘ 2 =2z —3i.
@ 2= 5 +2)
‘ Z=1—2z.
@ --4-3

e Notation exponentielle - Applications trigonométriques

Notation exponentielle d’'un nombre complexe

‘ On consideére le nombre complexe z = 2v/2 + 2iv/6. Montrer que z = [4\/_ ; g]

On écrit z sous la forme z = 4v/2¢'5 . Cette écriture s’appelle une forme exponentielle du nombre complexe

Z .

‘ Donner une forme exponentielle des nombres complexes suivants: z; = 1 — 4,20 = 2i,23 = 3 + 3iv/3 et

2‘4:—3.
" Définition

Tout nombre complexe z de module r et d’argument 6 s’écrit sous la forme z = re’. Cette écriture s’appelle

la forme exponentielle du nombre z.

————— . md

Exemple
‘ e =—1.

‘ 2T =2 (cos:%r —l—isin%) =2 (cos (7r— Z) + 7 sin (71'— %)) = —V2+iV2.

Application(17)

‘ Ecrire sous la forme algébrique les nombres complexes : z; = 4e™

‘ Ecrire sous la forme exponentielle le nombre complexe z = —3 (cos 17r_2 + i sin %)
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Propriété

Soient r,1’,0 et ' des nombres réels. On a:

Application(18)

On pose: z1 =1 —1d,29 = 2i et 23 = 3+ 3iv/3. Ecrire sous la forme exponentielle les nombres suivants :
z3 21
a==b=2etc="—

21 2223

Formule de Moivre-Formules d’Euler-Applications

5.5.2.1 Formule de Moivre

Ona: (Vn€Z)(V9 € R): ()" = e™. Ainsi : (Vn € Z)(V0 € R) : (cos(d) + isin(h))" = cos(nf) + isin(nf). Cette
égalité s’appelle la formule de Moivre.

Propriété

(Vn € Z)(V0 € R) : (cos(f) + isin(6))™ = cos(nf) + isin(nd).

Application(19)
‘ Ecrire par deux méthodes différentes (cos(x) 4 4sin(x))? sous la forme algébrique.

‘ En déduire la valeur de cos(2z) et sin(2x) en fonction de cos(z) et sin(x).

5.5.2.2 Formules d’Euler

e’ = cos(#) + isin(8) (1 i0 | i
on sait que: (V6 € R) 0 ©) (%) (1) La somme des deux égalités donne : cos(f) = e En
e~ = cos(f) — isin(h) 2
0 _ ,—i0
soustrayant ’équation (1) de ’équation (2) on obtient : sin(8) = %. ces deux formules résultantes s’appelle
i

les formules d’Euler.
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Propriété

+e e’ —e

i | p—if 0 _ ,—if
(V8 € R) cos(8) = —3 et sin(f) = ————

Application(20)

1 1

‘ En utilisant les formules d’Euler, montrer que (Vx € R) : (cos(x))? = 3 cos(2z) + 3
On dit dans ce cas-1a qu’on a linéarisé le polynéme trigonométrique (cos(m))Q.

‘ Linéariser les expressions suivantes sin’(x) et cos®(x).

@ Equations de second degré dans C

Propriété

On considére dans C Péquation az? + bz + ¢ =0 oti a, b et ¢ sont des réels et a # 0.

Le nombre A = b? — 4ac s’appelle le discriminant de 1’équation.

—b— VA —b A
Si A > 0, alors I’équation admet deux solutions réelles z; = T\/_ et zo = —2}_—@\/_.

SiA = 0, alors ’équation admet une solution réelle double zy = ~5g
a

—b—iv—A
= Y et

2a

Si A < 0, alors I’équation admet deux solutions complexes conjuguées distinctes : z;

. —b+iv-A

2 = 21 = 2,

Application(21)

‘ Résoudre dans C les équations :

(B):22=—-4 - (By):2242V324+4=0 -(E3):222-324+2=0

‘ On pose p(z) = 2% — 62% + 122 — 16.

[a] Déterminer les réels a et b tels que : (Vz € C)p(z) = (2 — 4) (2> + az +b).
El Résoudre dans C : p(z) = 0.

@ Pr : Ghanjari Abdelhadi



représentation complexe de la rotation

Soit R une rotation de centre Q (zq) et de mesure d’angle 0, et soit M’ (zp;/) 'image de

lzmr — 2ol = |2m — 2q
& -
arg <M> = 0[2n7]

ZM — 2Q
|ZM/ —ZQ| -1
|2 — 2
=
z — Z
arg < M Q) = 0[27]
ZM — 2Q
ZM! — ZQ -1
ZM — ZQ
=
arg (ZM ZQ) = 0[27]
ZM — RQ
AMT T EQ e
ZM — RQ

= Zpmr = (ZM — ZQ) ew + zQ)

Cette écriture s’appelle la représentation complexe de la rotation R.

Propriété

Soit R une rotation de centre Q (zq) et de mesure d’angle 6, et soit M’ (z5s/) I'image de M (z5s) par la rotation
R. Ona: zpp = (2p — 29Q) € +2Q.

Application(22)

‘ On considére la rotation R de centre Q(2 4 3i) et de mesure d’angle g

E Déterminer la représentation complexe de la rotation R.

IE Déterminer Paffixe du point A’ 'image A(2 — i) par la rotation R.
Déterminer I'affixe du point B avec R(B) = B' et B'(—2 — 4i).

5
‘ Déterminer l'image du point M (4i) par la rotation de centre O et de mesure d’angle %

On considére la transformation F représentée par : 2’ = —iz +1i — 1.

Montrer qu’il existe un point unique M du plan complexe (P) invariant par la transformation F. Notons

ce point par € et son affixe par w.

Vérifier, pour tout M(z) et M’ (2") du plan (P), que :

FM)=M &2 —w=—i(z —w)

En déduire la nature de la transformation F'.
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Bxercice 32

‘ On considere dans I’ensemble des nombres complexes C 1’équation

(B): 22 —2(vV2+v6)2+16 =0

[a] Vérifier que A = —4(V6 — V2)2.
IE En déduire les solutions de I'équation (E).
‘ 2) On considére les nombres complexes a = (V6 + v2) + (V6 — v2); b=1+1iv3 et ¢ = V2 + iV/2.

E Vérifier que bé = a puis déduire que: ac = 4b.

E Ecrire les deux nombres complexes a et b sous forme trigonométrique.
En déduire que a = 4 (cos (%) + i sin (17T_2>)

‘ Dans le plan complexe est rapport & un repére orthonormé direct (O;; ¥).On considére les points B; C

et D d’affixes respectives b; ¢ et d tel que d = a*. Soit z 'affixe du point M du plan et 2’ I'affixe du point
M’ image de M par la rotation R de centre 0 et d’angle %

Vérifier que 2’ = iaz.

IE Déterminer 'image du point C' par la rotation R.

Déterminer la nature du triangle OBC.

@ Montrer que a* = 128b et en déduire que les points O; B et D sont alignés.
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