Chapter 4

Fonctions logarithmiques

o Fonction Logarithme Népérien

Activité (1)

[

1
‘ Montrer que la fonction f : x — — admet une primitive sur ]0, +oo].
0

La primitive de f sur ]0,4occ [ qui s’annule en 1 est appelée fonction logarithme népérien et se note par

In.

Etudier les variations de la fonction In sur ]0, +ocol.

Déduire que V(z,y) € Rf? : In(z) > In(y) & = > y.

Etudier le signe de la fonction In sur ]0, 40|,

1
La fonction est la primitive de la fonction z — — sur ]0, +00[ qui s’annule en 1 , et se note par (Ln) ou
%

Log
e ——— ————————

Remarque
I Le domaine de définition de la fonction z — In(u(z)) est D = {x € R/u(x) > 0}.

e

Application(1)

Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f dans les cas suivants :
‘ f(z) =In (2* — 22)
@ 7@ =m(2c 1))
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Propriété

‘ La fonction In est continue et strictement croissante sur ]0, 4+o0].

‘ V(z,y) e RY :In(z) > In(y) &z > .

=In(y) e z=y.

‘ In(z) <0e=0<z<1.

Application(3)

Déterminer I’ensemble de définition de la fonction f dans les cas suivants:

@ s @ /@ =Vi-2)m@

n(lnz)

Propriété

Soient a et b deux réels strictement positifs et 7 € Q*, on a:

n(a) + In(b) ‘ In (é) = —In(a)
(a") = rln(a) ‘ In (%) = In(a) — In(b)

= 2 n(8) = 3 In (2) = S In(2).

@ n (Z) +In (g) = In(3) — In(4) + In(4) — In(3) = 0.

Application(4)

‘ Simplifier les expressions suivantes A = In(9) + In ¥/3 — In(81) et B = In(\/2 + v/2) + In(\/2 — v/2).

‘ Résoudre dans R I’équation suivante (E) : In (z* — 1) + 21n(2) = In(4z — 1).
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Bxercice 13

‘ Soient a et b deux nombres de IR’ . Simplifier le nombre suivant:

A=In (ab2) —In (W) + In (%) —In (W)

‘ Résoudre dans R I’équation suivante : In(z — 1) + In(z — 3) = In(3).

_———— \_

Propriété

‘ L’équation In(z) = 1 admet une solution unique sur ]0,+oco [ qui se note par e(e ~ 2,71).

‘ Pour tout r € Qon a:In(e") =r.

Exemple

3
Résoudrons I'équation 4In(x) = 3. Soit > 0. On a 41In(z) = 3 & In(z) = 1

< In(z) =1n (e%)

ST =e€

e

Puisque el > 0, alors I’ensemble de solutions de cette équation est S = {e

oo
—

Application(5)
‘ Résoudre dans R Péquation 2% — 4z + 3 = 0.

‘ En déduire les solutions de Iéquation In(z)? — 4In(z) + 3 = 0.

Résoudre dans R ce qui suit:

‘ Iz —Inz =0 ‘ {1nm2+lny5:16

Inz® +Iny> =6

‘ { T—y=2

Inz+Iny=1n3
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Limites usuelles

Propriété
. . Inz "
mll}lfoolnx——l—oo ‘ wgrfoox—nzo (n € IN™)
lim lnz = — . In(z+1)
oo MET T (6) tim )
@) |
911—>mlx—1_1 ‘ xli)rngxlnx:O.
Inz . "
g =T = IN*
2 o @ oo e
o
Exemple
Calculons 2141_1 Inz — .
1
Ona lim lnz—2z= lim z (ﬂ = 1> = —oo parce que lim 2T 1=-1.
x——+00 xr——+00 ap r—+oo I
Application(6)
Calculer les limites suivantes:
. q 2
= g —1 1
‘ xl}gloolna: NG ‘ zli%iln ($+1> ‘ zgrfooﬂn r—Inz+
. Inz In (ac2 + 1) :
lim — : lim In(2 — z)
‘ r—+00 \/E ‘ xggloo T ‘ T—2~
. lnx+4 . In(z?+1) . In(%)
‘ mllg-;l—loo xr2 ‘ zgr-ir-loo 3 ‘ ;lll% r—3
Calculer les limites suivantes:
3 2
lim 27— Inz . In"z . z¢+x+1
® . @ (55
lim 22 —5lnz 1 y Inz—1
potes ‘ zliIng E =P hie :zcl—>Ine T —e
2
lim z*(Inz)? Inx ‘ . 2In"z—Inx
e ‘ T zgr-il-loo 1+Inz
I’z In(2z + 3) ‘ . In(1+ 222
wgr-fr-loo a8 ‘ T——+00 x2——|—1 ili% 2x
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Etude de la fonction z — Inx

4.1.3.1 Tableau de variations

T 0 +o00
+0oo
In(z) >
4.1.3.2 Les branches infinies
‘ On a limz — 0" Inz = —oo0, alors I'axe des ordonnés est une asymptote verticale de (Cln).

1
‘ Onalimz — +oolnz = +oo et lirf 2T 0, alors la courbe (Cln) admet une branche parabolique direction
r—+00 I

l'axe des abscisses .

4.1.3.3 Concavité de la courbe de = — In(x)

-1
Pour tout z > 0, on a (In(x))” = — < 0, alors la courbe (Ciy, ) est concave.
x

4.1.3.4 Représentation graphique de = — In(x)

ﬂ Dérivée de la fonction z — Inx

Propriété

Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I, alors la fonction f : z — In(u(z))
v ()

u(z)

si u est une fonction dérivable et ne s’annule pas sur Uintervalle I, alors la fonction f : z — In(|u(z)|) est
u' ()

est dérivable sur T et ona: (Vz € I): f'(z) =

dérivable sur I et ona: (Vz € I): f'(z) =
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Exemple

On considere la fonction définie sur |0, +oo[par f(z) = In(y/z). Comme la fonction = — /z est dérivable et

strictement positive sur | 0, +oo[, alors la fonction f est dérivable sur |0, +oo].

Et on a: (Vz €]0,+00]) : f'(z) = (\/\/?I = 2\/;\/5:%.

Application(7)

‘ Montrer que f — In (ac2 —r+ 1) est dérivable sur R puis déterminer sa dérivée.

‘ Déterminer f’ dans les cas suivants:

[ ()= (Va2 +4) [b] f(z) = In(n2) @)= ln(2§— 1)

Corollaire

Soit u est une fonction dérivable et ne s’annule pas sur un intervalle I.
' (x)
u(z)

Les primitives de la fonction z — sur I sont les fonctions  — In |u(x)| + ¢ tel que ¢ € R.

Exemple

1 3
Déterminons les pzinsitive)s de la fonction f : z — {L’QLH i3 sur lintervalle I = ] — 7 +ool.
1 (a244)7 1 (4z+3)
(@) =g D e S T
naf@)=3x"m s "1 I3 ) :
Donc les primitives de la fonction f sur I =] — vk +oo| sont x 3 In (|ac2 I 4|) 1 In(]4z + 3|) +c.

1 1
C’est-a-dire z > 3 In (2* +4) — 1 In(4z +3)+couceR.

Application(8)

Déterminer I’ensemble des primitives de f dans les cas suivants:
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9 Fonction Logarithme de base a

Définition et propriétés

" Définition

Soit a un réel strictement positif et différent de 1.

1
La fonction logarithme de base a est la fonction, notée par log, (), définie sur | 0, 400 [ par log,(z) = IEEZ; .
EEEEEEEE S

& Remarque

Propriété

Pour tout réels strictement positifs = et y et pour tout r € Q on a:

@ 108, (2y) = log,(x) + log, (y). @ v (é) _ log, (a).
‘ log, (z") = rlog,(z). ‘ log, <§> = log, () —log,(y).

Exemple
On a:

Application(9)

Simplifier le nombre suivant : A = log,(8) — logs(27) + log (%)
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4.2.1.1 Etude de la fonction log,

Propriété

Soit a € IR*\{1}.

‘ Si a > 1, alors la fonction log, est strictement croissante sur |0, +o0[.

‘ Si 0 < a < 1, alors la fonction log, est strictement décroissante sur |0, 4+o0|.

La fonction log, est dérivable sur ]0,+oo[ et on a (Vz €]0, +o0[) : log,, ()

= . Donc le signe de log, ()
zIn(a)
dépend du signe de Ina, ce qui nous amene a discuter deux cas:
> 1 ( c-ad Ina > 0) ‘ 0 < a < 1 (cad Ina < 0)
T 0 ~+o00 o 0 +00
+00 —00
In(x) +o0
In(x) -
Conséquence
Pour tout réels strictement positifs = et y. On a:
‘ Sia > 1, alors log, (z) > log,(y) & = > y.
‘ Si0<a<1,alors log,(z) > log,(y) &z <y.

Application(10)

Résoudre dans R les inéquations suivantes:
‘ log1 (2 — ) <logyi(z +4) ‘ logs(2 — x) < logz(x +4)

4.2.1.2 Fonction logarithme décimal

* Définition

La fonction logarithme décimal est la fonction logarithme de base 10. Elle est notée log et On a (Vz €
10, 0] : og(z) = 1
’ HOB) = 110y

& Remarque

@ 1081)=0 @) 10010)=1

@) 1510 =r(rc Q)
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Exemple

% log(0,001) = log (107?%) = —3.

Application(11)

1
Simplifier le nombre suivant : A = log(1000) — log(0, 0001) + log <m>

Propriété

‘ (Vz > 0)(Vr € Q) : log(z) =r < x =10".
‘ log(z) >r < x> 10"

‘ log(z) <r <0<z <107

Exemple

§ Le ph d’une solution aqueuse est ph = —log ([H30+]). Ainsi : [H30+] =107P",

Application (12)
Résoudre dans IR Iéquation (E) : log(x + 11) + log(z — 4) = 2.

0; +o00 et (C) sa courbe

4
=z"(Inz—1);2 >0
Soit f la fonction numérique définie sur par{ f@) =2 (Inz— 1)z

f(0)=0

représentative dans un repére orthonormé (0;17,7) (unité : 1 cm ).

‘ Calculer 2141_1 f(z) puis déterminer la branche infinie de (C) au voisinage de +oo.
x (o)

‘ [a] Montrer que f est continue a droite en 0 .

E Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 puis interpréter le résultat géométriquement.
‘ Montrer que f'(z) = 2z3(Inz — 1)(2Inz — 1) pour tout = de l'intervalle |0; +oo].
E Dresser le tableau de variations de f.

‘ Sachant que f”(z) = 222(61nz — 5) Inz pour tout z de I'intervalle ]0; +oo[, étudier le signe de f”(x)
sur ]0; 4o0[.

El Déduire que la courbe (C) admet deux points d’inflexion dont on déterminera les abscisses.

‘ [a] Construire (C') dans le repere (O;7,7) (on prend : /e~ 1,6 et e =72).

IE En utilisant la courbe ( C' ), déterminer le nombre de solutions de 'équation 2*(Inz — 1) = —1.
‘ On considere la fonction g définie sur IR par g(z) = f(|z|).

[a] Montrer que la fonction g est paire.

IE Construire (Cy) la courbe représentative de g dans le méme repere (0;7, 7).
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Fonctions logarithmes

Bxercice 17

Soit f la fonction numérique définie sur [0;+oo| par {

flz)=z*(nz - 1)%z>0
f(0)=0

représentative dans un repére orthonormé (0;17,7) (unité : 1 cm ).

et (C) sa courbe

@ Calculer EIE f(x) puis déterminer la branche infinie de (C) au voisinage de +oo.

@ |E| Montrer que f est continue a droite en 0 .
E Etudier la dérivabilité de f a droite en 0 puis interpréter le résultat géométriquement.
@ [a] Montrer que f'(z) = 2z*(Inz — 1)(2Inz — 1) pour tout x de Dintervalle ]0; +oo|.

IE Dresser le tableau de variations de f.

@ [a] Sachant que f”(z) = 22*(6Inz—5) Inx pour tout = de I'intervalle | 0; +ool, étudier le signe de f”'(z)
sur ]0; +o0l.
|£| Déduire que la courbe (C') admet deux points d’inflexion dont on déterminera les abscisses.
@ [a] Construire (C) dans le repere (0;7,7) (on prend : Ver1,6et e? ~7,2).

E En utilisant la courbe ( C' ), déterminer le nombre de solutions de 1’équation z?(Inz — 1) = —1.
@ Soit la fonction g définie sur IR par g(z) = f(|z]).

Montrer que la fonction g est paire.

E Construire (Cy) la courbe représentative de g dans le méme repere (O;7, ).

Bxercice 18

=22lng — 2z;2 > 0
Soit f la fonction numérique définie sur [0;+oo| par { 1 (@) PR T AL

f(0)=0

représentative dans un repere orthonormé (O;7,7) (unité : 1 cm ).

et (C) sa courbe

@ Montrer que f est continue a droite au point 0 .

@ & calculer lim_f()

T
IE Calculer lim M puis interpréter géométriquement le résultat.
Tz—>+o00 I
7z
@ E Calculer lim L) et interpréter géométriquement le résultat.
z—0t X

IE Calculer f'(x) pour tout = de ]0; +o0l.

[c] Dresser le tableau de variations de la fonction f sur [0; +ool.

@ [a] Résoudre dans l'intervalle ]0; +-00] les équations f(z) =0 et f(z) = z.
E Construire la courbe ( C') dans le repére (0;7,7) (on prend : e? ~ 45 ).

@ [a] Déterminer le minimum de f sur ]0; +o0 [.

-1
|£| En déduire que pour tout x de |0; +o00 [, Inz > :c_.
o
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@ Soit g la restriction de la fonction f & 'intervalle [1; +ool.

E Montrer que la fonction g admet une fonction réciproque ¢g~! définie sur un intervalle J qu’on
déterminera.

El Construire dans le méme repere (0;7, 7) la courbe représentative de la fonction g L

h(z) =23 +3z;2 <0

@ On considere h la fonction numérique définie sur IR par
h(z) =2xInz —2z;2 >0

E Etudier la continuité de h au point 0O .

E Etudier la dérivabilité de la fonction h a gauche au point 0 puis interpréter graphiquement le résultat.

La fonction h est -elle dérivable au point 0 7 justifier.

On considere la fonction g définie sur ]0, +oo[ par : g(z) = 2/ —2 — Inx.

N

Mont tout z de |0 '(x) =
@ [a] Montrer pour tout z de ]0, 400 [, que g'(x) .

IE Montrer que g est strictement croissante sur [1, 400

[.
En déduire pour tout x de [1,+o00o[ que 0 < Inx < 2y/z. (Remarquer que 2v/x —2 < 2/z )

1 3
@ Montrer pour tout « de [1,+o0o[ que 0 < @ <
T

S

(Inz)?

Puis déduire lim
T—r+00 xX 2

4
@ Montrer que la fonction G : z — = <—1 + §‘/_ —1In a:) est une fonction primitive de g sur |0, +o0].

Premieére partie

1 1
Soit f la fonction numérique définie sur ]0;+oo[ par : f(z) = = + 3 Inz + E(lnx)2 et (C) sa courbe

représentative dans un repere orthonormé (O;7,7) (unité : 1 cm ).

@ Calculer lim+ f(z) et interpréter géométriquement le résultat.
z—0

1 1
@ [a] Vérifier que pour tout x de ]0; +oo[, f(z) =z + 5 + (5 Inz — 1) Inz.

[b] En déduire que lim f(z) = +oo.
T—+00

Montrer que pour tout z de ]0; +o0],

(lnxx)Q . (mﬁ)Q (na)* _

N puis en déduire que xEToo -
@ Montrer que ( C' ) admet au voisinage de 400 une branche parabolique de direction asymptotique
la droite ( A ) d’équation y = z.
@ [a] Vérifier que pour tout |0;1] : (x — 1) +Inz < 0 et que pour tout x de [1;+oo[: (z — 1) +Inz > 0.
|£| Montrer que pour tout z de |0; 00|,

z—1+Inx
- .

fl(=) =

Dresser le tableau de variations de la fonction f.

2—1
IE' M. Montrer que f”(x) = 2nx pour tout z de ]0; +oo].
x
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ii.

@ En déduire que ( C') admet un point d’inflexion dont on déterminera les coordonnées.

® m

1
E Montrer que pour tout z de |0; +o00|, f(z) —z = §(lnx —1)? et déduire la position relative de (C)
et (A).

Construire (A) et (C) et dans le méme repére (0;7, 7).

Deuxiéme partie

Soit (uy,) la suite numérique définie par: ug =1 et up+1 = f (u,) pour tout entier naturel n.

& i

ii.

Montrer par recurrence que 1 < u, < e pour tout n de N.
Montrer que la suite (u,) est croissante.

En déduire que la suite (u,) est convergente.

IE Calculer la limite de la suite (uy,).

Bxercice 21

@ Soit g la fonction définie sur I'intervalle ]0; +oo[ par : g(z) = 2%+ — 24 2Inz.

E Vérifier que : g(1) = 0. x 0 400

IE A partire du tableau de variations de la fonc- +00
tions de la fonction g cicontre : Montrer que
g(x) < 0 pour tout z appartenant & I'intervalle
]0; 1] et que g(x) > 0 pour tout = appartenant
a lintervalle [1; +o0]. g(z)

i
ii.
iii.
@

ii.

iii.

2
@ On considére f la fonction définie sur l'intervalle |0; +oo[ par : g(z) = = + (1 — —> Inz. Soit (C) la
0

courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (0;7,7) (unité : 1 cm ).
|E| Montrer que : lin%] f(z) = 400 et interpréter géométriquement le résultat.
z—

[b] i

ii.

z>0
Montrer que lim f(z) = +o0.
x——+00
Montrer que la courbe ( C' ) admet au voisinage de +o0o une branche parabolique de direction
asymptotique celle de la droite (D) d’équation y = x.

Montrer : f'(z) = &Z) pour tout = appartenant & 'intervalle ]0; +o0 [.
x

Monter que f est décroissante sur l'intervalle 10; 1] et coissante sur I'intervalle [1; +o0].

Dresser la tableau de variations de la fonction f sur lintervalle ]0; +oo [.

2
Résoudre dans lintervalle | 0; +o00 [I’équation : (1 - ;) Inz = 0.

En déduire que la courbe (C) coupe la droite (D) en deux points dont on déterminera les
coordonnées.

Montrer que f(z) < z pour tout z appartenant & 'intervalle [1;2] et on déduire la position
relative de la courbe (C) et la droite (D) sur l'intervalle [1;2].

[e] Construire, dans le meme repere (0;7, 7), la droite (D) et la courbe (c) ( on admettera que la courbe

( C) posséde un seul point d’inlexion dont I’abscisse est comprise entre 2.4 et 2.5).
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@ On considére la suite numérique ( u, ) définie par ug = v/3 et w1 = f (u,) pour tout entier naturel n.

E Montrer par recurrence que : 1 < u,, < 2 pour tout entier naturel n.

E Montrer que la suite (u,) est décroissante ( on poura utiliser le résultat de la question II.4.c.).

En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

Bxercice 22

On considére la fonction g définie sur |0, +oo[ par :
g(z) =23 —1-2(Inz)> +2Inz.

@ Vérifier que g(1) = 0.

@ Ci-contre le tableau de variations de g
Déterminer le signe de g(x) sur ]0, 1] et [1, 4+o0].

Premiére partie

Deuxiéme partie

Soit la fonction f définie sur ]0,+oo[ par : f(x) = = — 3 +

graphique sur le repere (0,7, 7).

Calculer mgrfoo f(z).

Etudier la position relative de (Cy) et (D).

()

’ . - =
Représenter (Cy) sur le repére (o, i, j ).

@0 ee 6

x 0 400
g (z) +
+00
g(x) >
1 1 o nz\? ¢ soit (Cy) dsentati
— — | et soi sa représentation
212 T ! L

Troisiéme partie

1
Moutrer que la droite d’équation (D): y = = — 5 est une asymptote oblique de (Cy) au voisinage de +oc.

Montrer que (Vz €]0,+o00[ : f'(z) = gx_?” puis donner le tableau des variations de f sur ]0, +oo].

On considere la fonction h qui définie sur |0, +-oo[ par @ En déduire que la suite (u,,) est convergente et

: h(z) = f(z) — .

@ Vérifier que h(1) = 0.

@ Ci-contre la courbe représentative de la fonction
h.
Déterminer le signe de h puis déduire que :

(Vz € [1, +o0]), f(z) < .

@ Soit (uy,) la suite numérique définie sur N par:
ug = e et upt1 = f (upn) pour tout entier naturel

n.

|E| Montrer que (Vn € N);1 < u, <e.

IE Montrer que (u,,) est décroissante . (utiliser

la question 2 troisiéme partie )

déterminer sa limite.

3 €

2 €

1 €

0 1 o>—3 4

| __1
Y=73

@ Pr : Ghanjari Abdelhadi




