Chapter 1

Continuité

Activité: goutient des P
Calculer les limites suivantes :
. 2"+ z+3 . xlz|—4r+3 . x> +5x+6
a. lim ——— | b, lm —— | ¢ lim ——
z—=too  x—1 z——o0 x5 —Tr+2 z—>—2 x4 2
. 222432 -9 o V22 +7-3 V222 +1-3Vx+3
d lim —— |e lim — f. lim
z—-3 x24+2x—6 z—1 x—1 T——2 x4+ 2
. z*+5x+6 . 2x°+zx—2 | . . sin(mz)
g. lim — h. lim ——— | i lim
z—2~ 2—zx z——3+ —x2 — 1+ 6 z—1 x— 1

Activité (1)
’/On_dm;‘sous la courbe représentative d’une fonction f.

T
=N C&" —

|
o
|
o

‘ Déterminer graphiquement f(—1) et lim1 f(z). Que peut-on déduire ?
T——

‘ Déterminer graphiquement f(1) et liIIll+ f(z) et lim f(z). Que peut dire sur (Cy) au point g =1 ?
T— Tz—1—
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" Définition

seulement si lim f(z) = f(a).
Tr—a

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et a un point de I. On dit que f est continue en a si

~

j j
(dr) @)
f(a) """""\'}N, f(a) ........... :xp
N
i
e f est continue en a e f est discontinue en a
Exemple
z2 -9
. La fonction définie par flo) = z—3 T3 est continue en 3.

f@B3)=6
. o z2-9
En effet: ﬂlcl_% flx) = il_}rré po

o =D+
z—3 x—3
zalvlg})’x—i-f%:ﬁ:f(?))
_ sin(3z)
‘ La fonction définie par fle) = x @70 est discontinue en 0.
f0)=1
En effet : lim f(z) = lim sin(3z)
z—0 r—3 x
= lim 3 x )
z—3 3x
=3# f(0).
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Application

Etudier la continuité des fonctions suivantes au point a.

x3—2x~|—1‘

‘ fle) = z—1 iz 1 et a=1.

——; x €[-2;2[U]2; 40
T —2 | wl [ et a = 2.

Etudier la continuité des fonctions suivantes au point a.

% 4+ 222 + 3z +2
= M _1
‘ f(@) x2+4x+3 7 et a=—1.

F-1 =1

_ sin(z — 2)
9(z) 1x2—2x S et a = 2.
9(2) = 3

‘ Soit f une fonction définie sur un intervalle Ja — r; a] avec > 0. On dit que f est continue & droite de

a si seulement si lim f(z) = f(a).
z—at

‘ Soit f une fonction définie sur un intervalle [a; a + [ avec r > 0. On dit que f est continue & gauche

de a si seulement si lim f(z) = f(a).
Tr—a~

——————
o
Exemple
z2—1
C f@)=—miz#1 L . .
La fonction définie par |l — 1] est continue a droite en 1 est non continue en 1 a gauche. En
f(1)=2
. @2 =1
effet : lim, f(z) = lim, o —
a2 —1 . .
= lim ( Du fait que [z — 1| =z —1siz > 1)

z—1t x — 1

= 1i 1=2=f(1
o Tt 7
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Ainsi f est continue a droite en 1.

|
li = li
Jm fle) = lim oy
Et: £L‘2 -1
t: = lim —— (Dufaitque|z—1]=—(z—1)siz <1
z—o—- —(z—1)

= lim —(z+1)= -2 # f(1).

z—1+

Ainsi f est discontinue & gauche en 1 .

Propriété
f est continue en a si seulement si f est continue a gauche et & droite de a.

Autrement : f est continue en a < lim f(x) = lim f(z)= f(a).
T—ra T—ra—

Application
%
= ;x>0
$0) = g 5
On considere f la fonction définie par fz) = sin(2z) x <0
%
f(0) =22
‘ Etudier la continuité de f & droite et & gauche en 0.
‘ f est-elle continue en 0.
v -2
f@) =Y > 2
‘ Soit f la fonction définie par : , T2
¢ —4x +3
f(z) = —_3 % <2

Etudier la continuité de f a droite et a gauche en 0 .

gx)=2*+azx ;z>-1

‘ Soit g la fonction définie par .
g@)=-z+1 ;z<-1

Déterminer la valeur de a pour que g soit continue en -1.

a Continuité d’une fonction sur un intervalle

" Définition

‘ On dit que f est continue sur 'intervalle ouvert | a; si f est continue en tout point de ]a; b].

‘ On dit que f est continue sur lintervalle [a,b] si f est continue en tout point de Ja;b[ et continue &

droite de a et a gauche de b.

————— . md
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Remarque

I On définit de méme maniére la continuité sur les intervalles [a, b[|a, b], , [a, +oo[ et | — oo, D).

Exemple : Fonction partie entiere

g e La fonction partie entiére est la fonction qui, a tout réel z, associe I'unique entier relatif n tel que n < z <

n + 1.0n note la partie entiére de = par E(x) ou [z].

Exemple

E(3,2) = 3 parce que 3 < 3,2 < 4 et B(—1,2) = —2 i
parce que —2 < —1,2 < —1. o La courbe de la fonction 1
x +— E(z) sur lintervalle [—1;3[ est : 4
3
‘ La fonction z — E(x) est continue sur I'intervalle
[-1;0 [ du fait qu’elle est continue en tout point 2 ®
de | —1;0 [et & droite en -1 car lim FE(x) =
z——1+ (O 1 ®
-1 = E(-1). s
- -
-3 =2 41 1 2 )
La fonction 2 — E(x) n’est pas continue sur —1
I'intervalle | 1; 3[ du fait qu’elle n’est pas continue
enlcar lim E(z) =1= FE(1) et lim E(x) = 9
z—1t z—1- T “
0# E(1).

Propriété

Toute fonction polynoémiale est continue sur R.
Toute fonction rationnelle est continue sur un intervalle inclus dans son domaine de définition.

Les fonctions = +— sin(x) et « — cos(z) sont continues sur R.

La fonction x — tan(x) est continue sur IR — {g +kn/k e Z}.

La fonction x — v/z est continue RT.

La fonction x +— |x| est continue R.

Exemple

‘ La fonction f : z — 2% + 222 — 2 + 1 est continue sur R parce qu’elle est une fonction polynomiale.

5% 4+ 22 — 1
2

La fonction g : =
11; +o00[C R\{—1,1}.

est continue sur |1; +oo[ parce qu’elle est une fonction rationnelle et
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Application

On consideére f la fonction définie par 6—2 . Montrer que la fonction f est continue sur

R.

un intervalle par une fonction continue

@ Image d’un segment-lmage d’un intervalle

Propriété
‘ L’image d’un segment par une fonction continue est un segment.

‘ L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

Remarque

| Si f est continue sur un segment [a, b] et M et m sont respectivement le maximum et le minimum de f sur [a, b],
alors f([a,b]) = [m, M].

Application

On donne ci-contre la courbe d’une fonction f

()

définie sur [—2;4]. Déterminer l'image des inter-
valles suivants [—2,3],[0,1],[1,3] et ] — 1,1] par f.

o

[\

—

[Riy

\u}

0 Image d’un intervalle par une fonction continue strictement monotone

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle 1.

Dans ce tableau suivant a et b sont deux nombres réels ou +o0o ou —oo.
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Image de Vintervalle I par la fonction f
L’intervalle I | f strictement croissante sur I | f strictement décroissante sur I
[a, 0] [f(a), f(b)] [£(), f(a)]
[a, 0] f(a), lim f(z)[ | lim f(2), f(a)
Ja, b] ] lim_f(z), f(b) (), lim f(z)]
Ja, bf ] lim f(z), lim f(z)] ] lim f(z), lim f(2)]

Exemple

On considere f la fonction définie par f(z) = x2

— 4z — 1. La fonction f est strictement décroissante sur | - oo;

2] et strictement croissante sur [2; +oo[. On a :

@ 7@ =@ f@)=[-5-1 @ (1) =FQ; D) = 44
@ -r@2+oc) =@, lm_f@)=[-S+ocl @ fQ-0052) =[f(2), lim_f(a)[=[-5+oc]

r—>—00

e

Application

2
Soit f une fonction définie par f(x) = 3¢ +4 .
=

‘ Déterminer Dy.

‘ Etudier la monotone de f.

@ Déterminer f([0,1]); £(14, +oc) et f(] — o0,4]. )

On considére f une fonction définie par f(z) = 2% — 322

‘ Dresser le tableau de variation de la fonction

‘ Déterminer les images des intervalles suivants | — 1;0J; [1; 2]; [—1; 2[; [1; +oo[ par f.

9 Opérations sur les fonctions continuités

e

Propriété

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I et A € R. On a :

‘ Les fonctions f + g; f x g; Af et |f| sont continues sur I.

‘ Pour tout n € N* la fonction f™ est continue sur I.

1
‘ Si(Vz € I): g(x) # 0, alors — et f sont continues sur I.
g g

‘ Si(Vz € I) : f(z) > 0, alors \/f est continue sur I.
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Exemple

‘ La fonction f : z — 22 — x4 v/Z est continue sur [0, +oo[ en tant que somme de deux fonctions continues

sur [0, 400 [ qui sont z + 222 — x et  ~ sin(z).

241
‘ On considéreg:xb—)i. Ona:
Tz+1

IE, La fonction 2 — 2% 4 1 est continue sur | —oo; 1] puisqu’elle est une fonction polynomiale et on a
(Vo €] —o0;1[ ): 22 +1 > 0. Ainsi # — /22 + 1 est continue sur | — oo; 1[.

[b] La fonction = + x + 1 est continue sur | — co;1[ et on a (Vz €] —o0;1[: @+ 1 # 0.

11 en résulte que la fonction g est continue sur | — oo; 1.

Application

Montrer que f est continue sur I dans les cas suivants :
‘ f(z) =22+ 1 +sin(z) et T =R.
‘ f(z) =cos(z) x Vdz2 +5et I =R.

‘ f(x):x?j-%et I =]2;+o0].

Propriété

Soient f et g deux fonctions. Si f est continue sur un intervalle I et g continue sur un intervalle J tel que

f(I) C J alors la fonction gof est continue sur l'intervalle I.

Exemple

On considere la fonction A : x —

\/%/f-l' Onah:gofavecf:xH\/Eetg;x._)%_H_ Puisque f est

continue sur [0; +00[ et g est continue sur | — 1; +o00[ et f([0; +00[) C [0; +00], alors h est continue sur [0; +oo].

Application

On considere la fonction A : z +— sin (mz —4x + 1). Montrer que h est continue sur R.

Q Théoreme des valeurs intermédiaires

‘ rd b
Théoreme
% Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b) il existe au moins

un réel ¢ de Pintervalle [a, b] tel que f(c) = k.
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En d’autres termes: 1'équation f(z) = k d’inconnue x admet au moins une solution dans [a, b] pour tout k compris

entre f(a) et f(b).

4
T
~

~—

~

~

[¢
/ C3 C2 C1

Exemple

Montrons que I'équation (E) : x2 — v/z + 2 = 2 admet au moins une solution sur [—2;0].

On considére f la fonction définie par f(z) = 2> — vV + 2.

L’équation (E) est équivalente & 1'équation f(z) = 2.

La fonction f est continue sur [—2; 0] comme somme de deux fonctions continues et on a f(—2) = 4 et f(0) = —v/2.
Puisque f(0) <2 < f(—2), alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires ’équation (E) admet au moins

une solution sur [—2;0].

Corollaire

Si la fonction f est continue sur [a,b] tel que f(a) x f(b) < 0, alors I’équation f(z) = 0 admet au moins une

solution dans 'intervalle [a,b]. Si de plus f est strictement monotone, alors cette solution est unique.

Exemple

Montrons que I'équation (E) : 2® 4+ 22 + 1 = 0 admet une unique solution « telle que —1 < o < 0. On considére
f la fonction définie par f(z) = 2® + 22 + 1. L’équation (E) est équivalente a I'équation f(z) = 0. La fonction
f est continue et strictement croissante sur [—1;0] et on a f(—1) x f(0) < 0. Donc d’aprés T.V.I I’équation (E)

admet une solution unique a tel que —1 < a < 0.

Donnons un encadrement de o d’amplitude 0,25.

1 1 1 1 1
Ona—-1<a<0,alors a= —goua €] — 1,—5[ ou «a €] — 5,0[. Or f <—§> = g, alors o # —g Et puisque

1 1 1 1
f(=1) x f (—§> < 0, alors a €] — 1, —5[ et 'amplitude de cet encadrement est ~5 (-1) = 5 > 0,25. On
P AR e 1 3( 3 1
répete donc le procédé précédent. On a « €] — 1, —3 [, alors a = —z\=z est le centre de a €] — 1, —5[ Jou

3 1 3 . 3 3 1 3 1
a €] — Z’_i[ ou a €] — 1,—1[. Puisque f <_4_1> #0et f <_4_1) x f (—5) < 0, alors a €] — 4_1’_5[ et

I’amplitude de cet encadrement est —3 + 1= 0,25. Ce procédé est appelé la dichotomie.
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Application

‘ Montrer que ’équation z° — 2® 4+ 52 — 4 = 0 admet au moins une solution sur I'intervalle [0, 1].

1 —
‘ Montrer que 1’équation sin(z) + 3="% admet une solution unique dans 'intervalle [?ﬂ, O] .

Exemple

Soit f la fonction définie sur IR par f(z) = 22° — 32 — 1.

‘ Montrer que I’équation f(z) = 0 admet une unique solution « sur [1; +oo[ puis vérifier que 1 < a < 2.
‘ Donner un encadrement de o d’amplitude 0,25 .

‘ Donner le signe de f sur [1;4o0].

Fonction Réciproque d’une fonction continue et strictcement monotone

Soit la fonction définie sur I = [1;4] par: f(z) = 2 — 22

‘ Montrer que f est continue et strictement croissante sur I.
‘ Déterminer l'intervalle J I'image de I par f.
‘ Soit € J et y € I, montrer que f(y) =z < y=1+ vz + 1.

‘ On consideére g la fonction définie sur J par g(z) = 1+ V1 + x.

(1) = [ of(1)=
[a] Remplir le tableau suivant : | eg(0) = | ¢f(2) =
)

°g(8)= | of(4) =

IE Que remarquez-vous?
Montrer que (Vz € I)(go f)(z) = z et (Vz € J)(fog)(z) = x.

La fonction g est appelée la fonction réciproque de f et on la note par f~ .

e

Propriété
Si f est continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors f admet une fonction réciproque, notée
=il
B®) = =@
@)=y { fy)

71, définie de J = f(I) vers I telle que :
reJ yel

@ 5 g @b Al ek



) (z) = =
‘ (Ve e J): (fof ') (z) ==

Vzel): (flof

Exemple

La fonction f : o + /x + 2 est continue et strictement croissante sur [0, +oo[, donc f admet une fonction
réciproque f~! continue et strictement croissante sur f([0, +oo[) = [2, +-00[. Déterminons l’expression de f~! :

Soient y € [0, +o0[ et = € [2,+00[, on a :

fFla)=y& fy) =2

SVy+2==x
SVVy=z—2
sy=(zr—2)>

Donc f~'(z) =y & y = (z — 2)*. Il en résulte: (Vz € [2,+oo])f ! (z) = (z — 2)*.

Application

On considére la fonction f définie sur [1,+oo[ par f(z) = v2z — 4.

‘ Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J & déterminer.

‘ Déterminer I’expression de f~!(x) pour tout = de J.

Bxercice 4

On considére la fonction f définie sur | — co, —1[ par g(z) =

2x + 3
z+1°

‘ Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J & déterminer.

‘ Déterminer I’expression de f~!(x) pour tout = de J .

Propriété

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I, alors : - La fonction réciproque f~!
est continue sur f(I) et a méme sens de variations que la fonction f. - Les courbes représentatives de f et de f

dans un repere orthonormé, sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.
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Application

On donne ci-contre la courbe représentative d’une fonction f définie sur [—1;4o0].

‘ Montrer que f admet une fonction réciproque f~! définie sur un intervalle J & déterminer.
‘ Dresser le tableau de variations de f~!.

‘ Construire la courbe représentative de f~1.

J

»
—

[
—

s

w

no

[uiy

~

[aiy

\u}

Fonction Racine n'°™€

Soit n un entier naturelle tel que : n > 1 et Soit f une fonction définie sur IR Tpar f(z) = ™.

‘ f est une fonction polynéme donc f est continue sur IR par suite sur IR™.
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‘ [ est strictement croissante sur IR", du fait que (Vo € IR") : f'(z) = nz" "' > 0.

Alors f admet une fonction réciproque f~!, appelée fonction racine n-iéme, définie sur f (I R+) = IR". I'image

du nombre x de IR"par f~! est note {/zetona: (Vz eRY) (VeR") 2" =y o=y

& Remarque

pour tout z € IR"on a:

@ vz=-
@ ==vz

‘ ¥/ est appelée la racine cubique de z.

Conséquences

@ (eeRY) (WeRNa"=ys =
@ (zerh) Vo= (o)==

@ (vzeRY) (WeRY) Vr=mor=y.
‘ (VzeRY) (WWeRY) Vz< ¢y a<y.

‘ La fonction x — ¥z est continue est strictement croissante sur R™.

‘ lim /x = +o0

T—r+00

Exemple

@ vio=v2i=2
' V/5 > V/3 parce que 5 > 3 11)111 Vx = 400
‘ (VzeR")2° =32 2= V32=2.

Application

Résoudre dans IR les équations suivantes:
1. 2" =5 2. 28 = -2 3. 2t =81
4. 2°=-32 |5 V3z—-1=2|6. V2r -3 <2
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Propriété

Soient a et b deux réels positifs, et n et p sont deux entiers naturels non nuls.

@ vax Vo= Vab

a Ya
ib 1 - ===
‘Sl # 0, alors b s

Exemple

g Simplifions le nombre : A =

V32 x /27 x /108
V144 '

Application

3/ 15
‘ SlmphﬁerA— 51 \/ V729 et C = /B3 \/\fSX \/_

‘ Mettre en ordre croissant les nombres \75; 2 et V5

V256 x v/64 etB_\/e/ﬁxé/@x{*@
5 3 -
/24300000 x /1024 /729 x /\/ﬁ

Simplifier les nombres suivants : A =

Propriété

Soit f une fonction positive sur 'intervalle I et zg € I.

‘ Si f est continue sur I alors  — 3/ f(x) est continue sur I.

‘ Si lim f(z)=1>0alors lim %/f = V.

T—To T—T0
Si lim f(x) = +oo alors lim {/f(z) = +oo.
T—x T—To

(Les deux propriétés précédentes restent vraies au voisinage de +o0o et —oo )
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Application

‘ On considére f la fonction définie sur R par f(z) = /322 + 4.
[a] Etudier la continuité de f sur R.

[b] Calculer zklfoo f(x) et wkriloo f(z).
‘ Calculer les limites suivantes :

o Jr+1-1
@] lim Y2
x—0 T8

[&],
lim V23 +z+1—=x

r—+0o0

lim Va3 +1-—2z
—+o00

Calculer les limites suivantes:
li1112 V3 + 24
T—

lim +a® — 322 +4

T—+00

lim Vad +22+2— 22

T—>+00

. Vr+8-2
hm —

x—0 x

3 _
i VE = VT
z—1 €Xr — ]_
Yz T 95— 3

lim ————
s 2 — 32+ 2

Puissances rationnelles d’'un nombre réel strictement positif:

Soient € IRTet r un nombre rationnel tel que : r = L (p€Z,q € IN"). Le nombre a”, appelé puissance
q
B )
q

rationnelle de base a et d’exposant 7, est le nombre v/aP. Autrement : a« = v/aP.

T — ——————

37 —V/32 | 035 =35 | o/6=65 | 0273 = /25 = = =
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Propriété

Soient a et b deux réels strictement positifs et r et ' deux rationnels.

Application

Ecrire sous forme d’une puissance rationnelle les nombres A =
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